Lycée La Martiniere Monplaisir PT

TD,4 — Intégrales généralisées

Exercice 1

En utilisant des intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes

b zIn(z) /7T . zt) dz
1. i S | 3. ch(t) sin(2t)dt
/WQH)? v [ en(n)sin(2n)
1 4. / (2% 4 22 4 2) cos(2x)dx 6. arctan(t) df
2. / 2 In(z)" dz, 0

3
5. / (32% — 4z + V) In(z® — 7. (x 4+ 1) arctan x dz
2

S~ S

0
ouA>0etneN,

Exercice 2

En utilisant les changement de variables indiqués, calculer les intégrales suivantes

* In(z) . 1
dz,t =+Vz +1 5.A1+x2dx 0ua>0,t—;

2
x
1.
/0 voe+1
2 /21d t—l 7 .
")y oz 1) rt=" 6./0 cos’(z)dzx, t = sin(x)

11’1(5) ea)
3. —dz, t =Ve* -1 7 _
/ln(z) Bt e)er —1 x € 7. /0 tan’(x) dz, t = tan(x)

1 3\ 1
— 1
4 / =27 g =1
1

zt T

8
[ME]

INE)

3

Exercice 3

1 n 1
. x
Pour n entier naturel, on pose I,, = / dz, J, = /
0 0

dzr et K,, = nl,.
14 zn

1+ am

1. Déterminer lim I, et lim .J,.
n—-+o00 n—-+00

1
2. Montrer que K,, =In2 — / In(1 4 2™)dz.
0

3. Montrer que 0 < In(1 + ¢) < ¢ pour ¢ positif ou nul.
4. En déduire un équivalent de I,, quand n tend vers 'infini.

Exercice 4

Soit f : RI\{1} — R
12 1
x — /$ 7ln(t) dt

1. Justifier que f est bien définie.
2. Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et ]1,+oo[ et déterminer f’. En déduire les variations

de f.
12
3. Pour z € R} \{1}, calculer / ﬁ dt. En déduire que f(x) est compris entre xIn(2) et
221n(2). ’
4. f peut-elle étre prolongée par continuité en 0, en 17 Si c’est le cas, le prolongement est-il de
classe C* ?
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Exercice 5 Intégrales de Wallis

z
Pour n € N on pose W,, = / sin”(z) dz,
0

1. Montrer que la suite (W, ),en est strictement décroissante.

o

Soit € € }O, g [ Montrer que
Vn € N, angsin”(g—s>+s.

3. Justifier ainsi que (W},)nen converge vers 0.
4. Etablir que, pour tout n € N, on a : (n + 2)W, 12 = (n+ 1)W,.

T
5. Montrer que pour tout n € N, (n+1)W, . W,, = 5 puis en déduire un équivalent de (W, )nen.
6. Montrer que, pour tout p € N,

@2p)! = 277 (p!)?
W- — t W- = —
T ompnze ¢ 2+ = 9p 1 1)
Exercice 6 Des sommes de Riemann

Déterminer les limites suivantes

n—1
. 1 1
dm e et () S o

k=0

Exercice 7

Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes (en fonction des parameétres le cas

échéant)
+o0 1 +oo 1 1—
1. / — 5. / dt ; 9. / ~ dx
o 14 |cost] 1+e™ t+e2t o In(zx)
+o0 +oo
tint dt
2. / L at; 6. / arctant ;. 10. /
0 t°+1 0 0 V1+et
1 1 +oo
1 uln(u)
3. [ sin(-) dt; : 11. / du
/0 bln<t> 7. / tf3+1 t; 0 (1 +u2)3/2
1 +o0
dt dt
4. / LIPS 8. / < 12. /
0o 1—t 5 to(In(t))s o (T+2t)Vt

Exercice 8

Déterminer la nature des intégrales suivantes, puis, en cas de convergence, les calculer

[Tefaeso R
1. te” o2 dt (0 #0 5./ _—
0 0o (t+2VE+2)V1E
+oo +oo 2
2. / e %e " dx 6. / tIn(t )dt
s oo Lttt
Foo Foo 1\1
3. /O e 2 cos(t) dt 7. /m In (tg> Edt
4 T %1 1 d
. . . t
/1 G+ D) 8 /o n(1 + tan(z)) dz
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Exercice 9 Changements de variable

Déterminer la nature, et le cas échéant, calculer la valeur des intégrales suivantes grace au chan-
gement de variable indiqué.

o0 Arctan (1 1 teo da
1. / %dt , poser u = — 4. / ——, poser t = ¢e”
1 t t o e*+e’®
+o0 +o0 dt
2. / e_ﬁdt, poser u = Vit 5. / ———, poser x = e 2
0 0 et — 1
T Int 1
3. ——dt, = -
/0 T e poser T = -

Exercice 10

+oo 1
Justifier 'existence de / In (1 + 2) dzx et calculer sa valeur par une intégration par parties.
0 X

Exercice 11 Intégrale de Fresnel

A Daide du changement de variable u = t2, puis d’une intégration par parties, montrer que

+o0
/ sin(t?) dt converge.
0

Exercice 12

_1-2

—+o0
Montrer qu’on a ’équivalent / e dt ~ . On pourra effectuer une intégration par
xr

—+oo
parties.

Exercice 13

a b c

1
1. Déterminer des réels a, b, c tels que TR = z—i_t 1 + G+ D

1
iy Montrer que f est intégrable sur 0, 1] et calculer I
(1+4+2) 10,1]

5 pour tout ¢ € R\{—-1,0}.

2. On pose f:x+—

Exercice 14

“+oo
1
On pose pour n € N*, I,, = ——dx.
ey / (T+ 2t

1. Justifier lexistence de I'intégrale définissant I,, pour n € N*.

1
2. (a) A laide du changement de variable z = —, montrer que
u

“+oo 2 +oo 2

u 1 14+u
L = — du== T du.
! /0 Trut 2/0 Ttut

1
(b) Justifier que l’application ¢ : u — u — — est de classe C! sur R et que ¢ est bijective
U
de R’ sur un intervalle a préciser.

1
(c) En posant v = u — — dans la derniére intégrale de la question 2a, calculer I7.
u

1
On pourra observer que VP2 =1+ -
u
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dn—1
L

3. A l'aide d’une intégration par parties, justifier que pour tout n € N*, Iy = 1 n-
n

4. Ecrire I,, sous forme d'un produit et en déduire la limite de la suite (I,,).

4 Bastien Marmeth
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Exercices issus d’oraux

Exercice 15
(Oral 2013)

1 1
Soit f la fonction définie sur R’ par f(t) = T arctan <t)
1. Déterminer un équivalent de f en +oo

+o0

2. Prouver que l'intégrale I = / f(t)dt converge
1

3. Calculer

Exercice 16
(Oral 2014,2018)

—+o0 1 “+o0 t2
SoitI:/ 7dtetJ:/ —dt
o 1+ttt o 1+t4

1. Etudier la convergence des intégrales I et .J.
2. Montrer que [ = J

1
3. Calculer I 4 J a l’aide du changement de variable u =t — n et en déduire la valeur de I et

J.

Exercice 17
(Oral 2017)

—+oo
Pour n € N on pose [,, = / sin(t)?"e~t dt
0

. Montrer que les intégrales I,, sont convergentes.
. Calculer Ij.

1
2
3. Etablir une relation de récurrence entre L,y et I,.
4. En déduire la valeur de 1,,.

5

. Déterminer la limite de I,, quand n tend vers +oc.

Exercice 18
(Oral 2019)

Soit n € N*
+oo 5 +oo +2 -n
1. Montrer la convergence de I = / e U dtetdel, = / (1 + ) dt
0 0 n

, 2\ " 42 , 42
2. Montrer que, pour tout réel t € [0, \/ﬁ], 1—— <e et que, pour tout réel t, e™" <

n
2\ "
(1+%)
n
\/ﬁ t2 n \/E 5 “+oo t2 -n
. En déduire que / (1 - ) dt < / e~ dt < / (1 + ) dt
0 n 0 0 n

z
On pose W,, = / sin(¢)" dt. On admet que W,, ~ 1/21
0 " n

w

—+o00

N ) ) cos(u) oo 2\ "
4. A Taide du changement de variable ¢t = \/n— W)’ montrer que 1+ — dt =
sin(u 0
VnWapn_o

Vn £2\"
. Montrer que / (1 — > dt = vVnWap 1
0 n

6. En déduire la valeur de 'intégrale I.

(@31
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

1
z1n(x)

On va dériver le In(x) et intégrer le et v(z) = In(z). On a

| @+ 2@+ 1)
U zln(a v
/1 o Jr(l))2 dz = L u'(z)v(x) de
1
~ lule)@)} - [ u(w)(@)do
[ In(x) R 1
[2(9&2 + 1)} 1 iﬂ x(z?2 4+ 1) dz
_2mln(2) 1 ['1 x
=" 5[ PPN
C2m(2) 1 In(z2+1)]"
-5 _2[1 @) === }
~ 5In(5) — 131In(2)
N 20
Ainsi

' zIn(z) do — 5In(5) — 131In(2)
/1 @2r12 " 20

1
2. / 2 n(z)" dz, ot A > 0 et n € N,
0

1
Notons I,, = / 2 In(z)"™ dz. Commencons par remarquer que lin}J 2 In(z)"™ = 0, la fonction
0 xr—r

z 2 In(x)™ peut alors étre prolongée par continuité en 0 par 0 et qu’ainsi I,, est faussement

impropre.
Sin=0 Iy = de = —.
in on a Iy /0 vt dr = 5=
A+l
Sin > 1, on va intégrer le 2* et dériver le In(x)". Soit u(z) = 3 et v(z) = In(z)", on a

alors

A1 nl 1, Af1
_ {l‘n@"ﬂ)} _ / T @) da
A1 |, Jo

CA+1
n

CA+1

1
=0 I / 2 n(z)" L de
0

Infl
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On a donc montré que, pour n > 0, I,, = iln_l. D’ou
A+1
— —(n—1 —(n—2 -1 —1)"n!
In — n X (n ) X (TL ) X e —— x Iy = &
A+1 A+1 A+1 A+1 (A4 1)ntl

3./0 ch(t) sin(2¢)d¢

On va dériver le sin(2t) et intégrer le ch(t). Soit u(t) = sh(t) et v(¢) = sin(2t). On a alors

/0 ch(t) sin(2t)dt = /O o' (t)v(t) dt
= (vl - | uar
= [sh(t)sin(2t)]5 — 2/0 sh(t) cos(2t) dt

— 9 / sh(t) cos(2t) dt
0

On va faire une deuxiéme intégration par parties en dérivant le cos(2t) et en intégrant le
sh(t). Soit alors a(t) = ch(t) et b(t) = cos(2t). On a alors

/ " ch() sin(20)dt = —2 / " sh(t) cos(2t) dt
0 0
= —2/ a'(t)b(t)dt
0
=2 ([a(t)b(t)]g - /7r a(t)b'(t) dt)

=2 ([ch(t) cos(2t)]g + 2/0 ch(t) sin(2t) dt)
= —2ch(m)+2— 4/ ch(t) sin(2t) d¢
Ainsi . .
/ ch(t) sin(2t)dt = —2ch(m) + 2 — 4/ ch(t) sin(2¢) dt
0 0

et donc . 5 o
/ ch(t)sin(2t)dt:%(7r)
0

4. / (2% + 22 + 2) cos(2z)dx
0

On va faire deux intégrations par parties successives en dérivant d’abord le terme x2 4 2z + 2
puis le terme z + 1.

7 Bastien Marmeth
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sin(2z)
2

cos(2x)

Posons u(z) = Jo(z) =22 + 22 +2, a(z) = et b(x) =z + 1. On a alors

" 1:2 T COS| 2> xr = Tr’U X U/ xr X
| @2 Deoson = [ vl
— [u(z)v(z)] - /O v (2)u(z) dz

_ {(x2+2x—;2)sin(2x)]:_/0”(2x+2)sin(22x)dx

=_ /Oﬂ(w + 1) sin(2z) dz
_ /0 " b(2)a! (2) dz

= [a(z)b(x)] — /07r a(z)t' (z) dz
_ {(x +1) cos(2x)]: B /07T cosé?x) e

2
o+l 1 sin(2x)]”
_2_2_{ 4 h
o
T2

/ (2% + 2z + 2) cos(2z)dz = g
0

3
5. / (322 — 42 + 1) In(z® — 2*) dz
2

On va intégrer le terme 3z — 42 + 1 et dériver le terme z° — 2*. Soit u(z) = * — 22% + 1 et
v(x) = In(z® — z*). On a alors

/23(3:52 — 4z + 1)In(2® — 2')dz = /12 o (z)v(x) dz

3
= (@)}~ [ u@' (@)

3 4 3
— (3 2 5, 4y3 3 2 v —dw
= [(2® —22° + z)In(2® — x )}2—/2 (@7 = 22° +2)— 5 da
bz — 4)

(x —1) de

= 121n(162) — 21n(16) — /396(95 —1)?
’ 3
=12In(2 x 3*) — 2In(2%) - / (x —1)(5x — 4)dx
2

3
=12In(2) + 12 x 41n(3) — 2 x 41n(2) —/ 502 — 9z + 4da
2

1023 — 2722 + 4:1;} 3
2

=48In(3) +41n(2) — [ G

=481In(3) +41n(2) — %

6. / arctan(t) dt
0

On va dériver arctan(t) et intégrer 1. Soit u(t) =t et v(t) = arctan(t). On a alors

8 Bastien Marmeth
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/0 ’ arctan(t) dt = /0 ’ o' (t)v(t) dt

= [tarctan(t)]; —/ b
0

1 +12
In(1+¢%)7"
= zarctan(x) — [n(—i—)}
2 0
In(1 + 2?
= zarctan(x) — w

1
7. / (x + 1) arctan x dz
0

2
On va dériver arctan(x) et intégrer « + 1. Soit u(z) = % + 2 et v(x) = arctan(z). On a alors

/0 (x4 1)arctanz da = /0 ' (z)v(z) dz
= [U(ﬂf)v(ﬁ)}é —/0 u(z)v' (r) dx

(2 t()l/l P
= B X | arctan(x . o 9 X 1+x2x

3 1/1:52-1-236
2t _Z dz
8 2Jy 1+a2
3r 1 [la?41+22 -1
_2r _ - - dx
8 2/, 1422
3n 1 ! 2z 1
8 2/0 e 12
3T 2
_§_§[m+1n(1+x)—arctan(x)]
7 1 1In(2)
22 2

Corrigé de I’exercice 2

1. Soit o(z) = Vx4 1, on a alors ¢'(x) = et x = ¢(x)* — 1. Ainsi

1
2vVr +1
/0 \/xjﬂdx :/0 224’ (z) dw

— [ o2 - 29/ (@)do

0

»(2)
= / 2t2 — 2dt
©(0)

23 v3
:[-2@
3 1
233 2
= —2W/3-Z42
3 V3 3"
_4
3
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D’ou
——dx =
0o V<« + 1 3
1
2. Soit n € N*, on pose p(x) = —, on a alors ¢'(z) = —-.
T

D’ou

Ainsi

2y/e* — 1

In(5) x In(5) 20’
/ e do = / ¢'(z)
In(2) (3 + ez) ver —1 In(2) (3 + ex)

In(5) /
_ / 2¢ (fv)2 de
m2) 4+ e(@)?)

pn() g
L
plin@) 4+
arcta Atk
= |arctan | —
2/ 14
1
= arctan(1) — arctan (2)

™ ¢ 1
= — —arctan | =
4 2

In(5) eF T 1
— d]} = — —arctan | =
/1n(2) (3+e*)Ver —1 4 (2>

1 1
4. Posons ¢(x) = = d’on ¢'(z) = 3 On a alors

D’ou

10 Bastien Marmeth
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=— t(t? —1)3 dt
(3)
!
o [3(#—1)3]
B 8
3
_ 3x 83
S8
_3x 2
-8
=6
Ainsi ) .
/ @) o=
1 x
. ) 1
5. Soit a > 0, on pose ¢(x) = —, d’olt ¢'(x) = ——. Alors
a 1 al /
[ gy [ e,
1 ].-|—(E2 1 p"‘l
/a In (w(lw)) o' (x)
= — dx
LTt
al /
:/ n(p(2) ¢'(z)
1 14+ p(x)?
»(a)
:/ fn(tt)Q dt
e(z) 1T
1
a ]
:/ nd) g,
o L1+t?
In(z)
——La1+w2 dz
Ainsi “ u(a) " u(a)
n(z n(x
/1 1+x2dx——A 1+x2dx
D’on

6. On pose ¢(z) = sin(z), d’ott ¢'(z) = cos(z). On a alors

11
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/o cos®(z) cos(z) dz
| 0= etarre@ar
/w(g)(l —t?)3adt

/

1—3t2+3t* —t5d¢

_ [t_t3+3t5_t7:|
5 710
1

Ainsi

1
7. On pose ¢(x) = tan(z), ainsi ¢'(z) = 1 + tan(z)? = cos(@)E Alors
cos(x

/4 tan”(z) dz = /4 tan%x)Lw) dx
0 0 1+ tan(z)?

ENE]

e
o(%)
w 0) 1 + t2

Y@+ -3 4+1t)—t
0 241

! t
-ttt — ———dt
/0 + 241
0t t2 (1))
6 1" 2 o
1
12

J
-/,

dt

"6
_ 5

Ainsi

Corrigé de I’exercice 3

1. Pour z € [0,1], on a

Par croissance de l'intégrale, on a donc 0 < I, <

n+1
1

Or —
n+1 n—s+oo

0, donc, par encadrement, (I,,),en converge vers 0.

On remarque que de plus, I, + J, = 1. Ainsi (J,,),en converge vers 1.

12
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1+.’L‘”

On pose u(x) =z et v(z) = In(1 + 2™). u et v sont de classe C* sur [0,1] et on a

2. Onaan/ naa”

vz € [0,1], u(r)=1, et '(z)=
Par intégration par parties on obtient

1 1
K, = [zIn(1+2™)]§ — / In(l1+2")de=1In2— / In(1+2")dz
0 0

3. Soit t > 0, la fonction x +— In(l 4+ x) est continue sur [0,¢] et sa dérivée est la fonction
1

t
1+xe

e d

1 1
<

—_— <1
1+t " 1+4+=x

Y € [0,t], 0<

D’apres l'inégalité des accroissements finis, on a alors 0 < In(1 +¢) <
4. Par croissance de l'intégrale et la question 3., on obtient

1 1
0< / In(142™)dz < / " dz
0 0

Ainsi
! 1
0 g/ In(1+2™)dz <
0 n+1
1 1
et — 0, donc par encadrement , [ In(l + 2")dx — 0. Ainsi, par la question
n -+ 1 n—>4oc0 0 n—-+oo

1n2

2., K, tend vers In2. Donc I,, ~ —
)

Corrigé de l’exercice 4

1. Soit 0 < x < 1, alors 0 < 2% < z < 1 et donc, pour tout t € [#2, x] on a In(t) # 0. La fonction

1
In(t)

De méme, pour 1 < z on a1 < z < 22 et donc, pour tout ¢ € [z,2% on a In(t) # 0. La

t— est alors bien définie et continue sur [z%,z] et f(x) est donc bien définie.

fonction t — () est alors bien définie et continue sur [z, %] et f(x) est donc bien définie.
n
1

2. Soit = €]0,1] et soit F(z) = / l—dt. F' est dérivable car c’est 'unique primitive de
1

n(t)
1 1
t — —— sur |0, 1[ qui s’annule en 3 Alors f(z) = F(x?) — F(x). f est alors dérivable sur

In(t)

10, 1] en tant que somme de composées de fonctions dérivables et on a

['(@) = 22F'(a%) - F'(2)

_ 21
~ In(22)  In(z)
_z—1

~ In(x)

S|
De méme, pour x > 1 on définit G(x) = / 7 dt. G est dérivable car c’est 1'unique
5 In

In(t)

primitive de ¢ sur |1 + oo[ qui s’annule en 2. Alors f(x) = G(2?) — G(z). f est alors

1
In(t)

13 Bastien Marmeth
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dérivable sur |1, +oo[ en tant que somme de composées de fonctions dérivables et on a

2z _ 1
~In(22)  In(x)
-1

~ In(x)

3. Pour x €]0,1[ on a f'(z) > 0, f est donc strictement croissante sur ]0,1[. De méme, pour
z €]1,+00[ on a f'(x) > 0, f est donc strictement croissante sur |1, +o0].

4. Soit x > 1, on a

/w 1 dt = [In(n(t))}""

tIn(t)
= In(In(2?) — In(In(z))
= In(21In(z)) — In(In(x))

= In(2)
5 T x?
Pourte[x,x]ona?<1<77d’oﬁ
T 1 x?
tin(t) = In(t) ~ tln(t)
Ainsi
2 2 2

C’est-a-dire

Pour0O<zxz<1lona

x? T
t

Pour t € [#* 7] on a 4

Ainsi

xT (E2 x 1 xT T
dt > ——dt > —dt
/932 thl(f, /302 ln(t) /wz tln(t)

—zIn(2) > —f(z) > —2*1n(2)

~

C’est-a-dire

D’ou
221n(2) < f(z) < zIn(2)

5. Ona lim zIn(2) = 0 et lim 2?1n(2) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,

lim f(z) =0

z—0

f est donc prolongeable par continuité en 0 par 0.

Pour la limite en 1 on va étudier séparément les limites en 1~ et 1.

14
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Ona lim zIn(2) =In(2) et lir? 2%1n(2) = In(2). Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,
Tz—1— rz—1—

Et lim zIn(2) =In(2) et lim 2?In(2) = In(2). Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,
z—1+ z—1+

lim f(z) =1n(2)

z—1t

Puisque lim f(z) = lim f(z) alors f peut étre prolongée par continuité en 1 par In(2).
T—1- z—1t

Pour savoir si le prolongement est de classe C! on va utiliser le théoréme de la limite de la

dérivée.
—1
Pour z €]0, 1[U]1, +oo[ on a f'(z) = fn(x) :
lim f’(xz) =0, f se prolonge donc de maniére C* en 0 par f'(0) = 0.

z—07F
In(z) In(z) —In(1)
r—1 z—1 z—1

De plus on a, par dérivabilité de la fonction In en 1,

Ainsi lim1 f'(x) =1, f se prolonge donc de maniére C* en 1 par f'(1) = 1.
z—

Corrigé de ’exercice 5

T
1. Soit n € N, on sait que, pour x € [0, 5}, sin(x) < 1.
Ainsi,
0
Vo € [07 5} , 0 < sin™(x) < sin"*(z)
D’ou, en intégrant, 0 < W,, < W, 41.
La suite (W, )nen est donc décroissante.

Supposons par I'absurde qu’il existe n € N tel que W,, = W, 11, ainsi

™

/05 sin”(x)(1 — sin(z))dz =0

La fonction x +— sin™(z)(1 — sin(x)) est alors une fonction continue, positive et d’intégrale

b
nulle sur le segment [0, 5}, elle est donc nulle sur ce segment, ce qui est absurde.

Finalement (W, )nen est strictement décroissante.

2. Soitge}O,g[etneN.

. . . . m
Par croissance de la fonction sin sur l'intervalle [0, 5} on a

Vz € [0, f} , 0 < sin™(z) < sin” (g — 5)

w/2
sin”(z) dz + / sin” (z) da

 __
Pl g

™

/3
0
%_E T 2
g/ sin”(f—s> dx—l—/ 1dz
0 2 ™
(f
2

Z—e

75> sin™ (gfe) +e
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3. La suite (W, )nen est strictement décroissante et positive, elle converge donc vers un réel

£>=0.
T T T
Soit € > 0, on a 0 < sin” (— —5) <1,dou lim —sin" (— —e’:‘) +e=c¢.
2 n—+oo 2 2
Ainsio </ <e.
Ceci est vrai pour tout € > 0, d’ou £ = 0.
4. Soit n € Non a
z
Whao = / sin(t)"2dt
0
z
= [T sin(tytsin(oye rp
0
= 5 On dérive le terme
= [—sin(t)" " cos(t)]o2 + / (n+ 1) cos(t) sin(t)" cos(t) dt t > sin(¢)" ! et on
. 0 primitive le terme
2 t — sin(t)

m\:l

(n+1 / cos(t)? sin(t)™ dt
(n+1) / (1 — sin(t)?) sin()"™ dt
% 3
(n+1) sin(t)™ dt — / sin(t)" 2 dt
0
(n + 1 Wn Wn+2)

On en déduit en particulier que
Vn €N, (n+2)Wyie = (n+ 1)W,

5. On va procéder par récurrence

Initialisation :
Pourn=0ona (0+ 1)W1 Wy =1x g xl:g
Hérédité :

Soit n € N, on suppose que (n+ 1)W,, W, 11 = g
Alors -
(n+2)WypaWiia = (n+ )Wy W, = 5

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.
Par décroissance de la suite (W, )nen on a alors

WnJern < W,,% < Wan,1

7r ™
Or Wy 1 Wy = o ——— — et W,W,1 = —
et 2(n+1) ntoo 21 © T o

. ;s 4o U
Ainsi, par théoreme des gendarmes pour les équivalents, Wf ~ — et donc
n—+oo 2N

™
~ -

" notoo \ 2n

6. On va commencer par montrer par récurrence que

2n)!
n € N, Wy, = 2 -
(2nn!)= 2
Initialisation :
T  (2x0)7 1 7«
P = = = — = —_ = —
our n =0 on a Woyg =Wy 5 et (200!)2 3 (1 <122 =3
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La propriété est donc vérifiée au rang 0.

Hérédité :
2n)!
Soit n € N, on suppose que Ws,, = (2n) 5 z.
(2nn!)” 2
Alors
2n+1
W. = —
T on 2

2n+1 (2n)! «

2n+2 (2nn!)2 2
 (2n+2)2n+1)(2n)! 7
T (2n+2)(2n +2)(27n!)2 2
_ (2n +2)! m
©22(n 4 1)2(27n!)2 2

o (2n+2)! 7w

(@2 (n+1))22

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

D’apres la question précédente on a (2n + 1)Ws, 11 Wa,, = g, ainsi

1 w1 2

™ T 2 (2"n!)?
22n+ 1)l 2 (2n)! 2n+17

(2n+1)!

Wont1 =

Corrigé de I’exercice 6

Notons qu’ici I’énoncé indique qu’il s’agit de sommes de Riemann, mais le plus dur est d’y penser
lorsqu’il s’agit de calculer de telles limites sans indications.

1. Pour la premiere, on reconnait directement une somme de Riemann, pour la fonction t +—

sur le segment [0, 1]. Donc

14+ =z
11 Udt
lim — = = [In(1 4 #)]5 = In(2).
dm o | 157 =m0 = w2

2. Posons f(t) = cos?(t).

Si on ne réalise pas qu’on peut faire apparaitre artificiellement la constante m qui manque
devant la somme, on peut aussi prendre f(t) = cos>(nt) et lintégrer entre 0 et 1.

On a alors
1< k 17m—0g k(r —0 I
— E cos? (W> - -z E f((ﬂ)> — f/ f(t)dt.
n n ™ n n n—+oo T J
k=1 k=
1
Or, cos?(t) = %S(%) et donc
4 1 sin(2)]"  «
(1) dt = = |t =—.
/0 cosT(t)dt =3 [T+ — .2

On en déduit que
1r 1
1 — | =—===.
n;rfngco ( ) T2 2

3. Faisons apparaitre une somme de Riemann en factorisant le dénominateur par n :

n

1 n
kzox/n2+2kn _Ekzzo /1+2k.

— Meéthode

Pour intégrer

k .k
cos”(x) ou sin”(x),
sauf si un change-
ment de variable
est donné, on com-
mence par linéariser
a l’aide des formules

) d’Euler.
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On reconnait alors presque une somme de Riemann, a 'exception du fait que la somme va
de 0 & n. Or, le théoréeme du cours est valable pour des sommes allant de 0 & n — 1 ou de 1

an.
Mais on a .
1 & 1 1 '« 1 1
) Ty~ it
k=0 /1427 k=0 /1422 T
1
avec lim =0.

n—-4oo nf

Posons f(t) fonction qui est continue sur le segment [0, 1]. Alors

1
1+ 2t

1 n—1

nzm i (ora-0g) . [0

[VI+2i],=v3-1.

Corrigé de ’exercice 7

1. La fonction f : ¢ +— est continue sur [0, 400, il n’y a donc d’éventuels problémes

1
1+ | cos(t)]

qu’au voisinage de 400
1 1
Pour t € R on a 0 < |cos(t)| < 1, d’ot 7<7§
2 " 1+ |cos(t)]
1

———dt di .
1+ | cos(t)] tverse

—+oo —+oo
Or l'intégrale / 3 dt diverge, ainsi, par minoration /
0 0

In(t)
P41

t
2. La fonction ¢ — n est continue sur |0, +o00[, elle est donc impropre au voisinage de 0 et

de +oo.

tin(t tin(t
SIZEI:O. LafonctionthSIiEi

tin(t
par continuité en 0, ainsi 'intégrale / 7 +( i dt est faussement impropre.
0

3tn(t) ~ w 0. Ainsi t,ln(t) = o0 LS .
t34+1 t—=+o0 \/E t—+oo t34+1 2=+ T3

t1n(t)
3 +1

Par croissances comparées on a hm est donc prolongeable

Par ailleurs on a t’

Sur [1

, +o0]

et t — — sont positives. Ainsi, par critére de domination
t2

+o0
pour les fonctions positives, / — dt converge
1 2

+o0 1
Finalement / T dt converge
0 2

1
3. La fonction ¢ > sin (t> est continue sur ]0, 1], 'intégrale est donc impropre en 0.

. 1
sin n < 1.

La fonction ¢ — 1 est continue sur [0, 1] donc intégrable sur cet intervalle, ainsi, par majora-

De plus on a, pour t €]0, 1],

! 1
tion, l'intégrale / sin () dt est absolument convergente donc convergente.
0

1
1
Finalement ’intégrale / sin (t) dt converge
0
In(t)

4. La fonction ¢ — T est continue sur |0, 1[.

VN

Remarque

Ces sommes corres-
pondent au fait que
I'on coupe l'inter-
valle en n morceaux.

— Méthode

Commencer systé-
matiquement par
étudier le domaine
de continuité de
Iintégrande per-
met de repérer les
probléemes qui vont
nécessiter une étude.
Ici, 'intervalle est
ouvert en 0 et a une
borne infinie : il va
falloir étudier sé-
parément ces deux
problémes. Et pour
cela on coupe 'inter-
valle en deux.
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Au voisinage de 1, on a In(t) = In(1 + (¢ — 1)) avec t — 1 — 0, et donc In(t) Kod) t—1.
—

In(t t—1
(@ t-1_

L In(e)

est alors prolongeable par continuité en 1, donc / ﬁdt est
/21—

1
La fonction ¢t — 111

faussement impropre, donc convergente.

1
Pourt€]0,2] on a

In(t
0< |2O] <o)
1—t¢
} - . Lo [ ()
Or —In(t) dt converge, ainsi, par critére de majoration, dt est absolument
0 o 17—
convergente et donc convergente.
1
Int
Finalement / —— dt converge.
0o 1—t
5. La fonction t - ——————— est continue sur R, I'intégrale est donc impropre seulement en
1+et+e2
—0o0 et +o00.
On a,
1
Vt e R, —_—— >0
1+et4e2t ™
1 1 .
14+et4+e2t ts—co et t—00 ©
1 1 —2t

—_—m ~ —_— ~ e
14+et4+e2t ts—co 2t t——0c0

0 “+oc0o
Or les intégrales / e dt et / e~ 2t dt convergent. Ainsi, par critére d’équivalence pour
—00 0

1

0 1 “+00
les fonctions positives, / —— dt et / — o
0 1+et+e?t

dt convergent et donc
oo L et 4 e?

+oo 1
/ m dt converge.

— 00
arctant
6. Pour a € R la fonction t — e est continue sur ]0, +o0[, 'intégrale est donc impropre

en 0 et +o00.

arctant
La fonction ¢ — —a est de plus positive sur ]0, +oo.
arctant t 1
Au voisinage de 0 on a ——— ~ — ~

te 50 @ t—0 a1’

1
1
Par critere de Riemann l'intégrale / proy dt converge si et seulement  — 1 < 1 i.e. si et
0

seulement si o < 2.

1
inai TN o . .- arctant .
Ainsi, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, ——— dt converge si et

0 e
seulement si o < 2.
arctant b

Au voisinage de +o0o on a ~ —
8 1 t—o+too 2

—+oo

0

Or l'intégrale / > dt converge si et seulement o > 1.
1

arctant

+o0o
Ainsi, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, /
1 t

dt converge si et
seulement si o > 1.

arctant

o dt converge si et seulement si a €]1,2].

+oo
Finalement ’intégrale /
0
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le%

7. Pour (o, 8) € R? la fonction t il

en 0.

est continue sur |0, 1], Pintégrale est donc impropre

tsi >0, —— ~ t*Psif<0et — si

Au voisinage de 0 on a BT o Il 3

B=0.

Toutes les fonctions en jeu sont positives, ainsi,

B +1 50

o

1 1

t

— Si 8 > 0 alors / ———dt et / t* dt ont méme nature.
0 P41 0

e}

PR dt converge si et seulement si a > —11

1
D’ou par critéere de Riemann, /
0

o

1 1

t

— Si 8 < 0 alors / ——dt et / t*~P dt ont méme nature.
o P41 0

e}

Pl dt converge si et seulement si o — 5 > —1

1
D’ou par critéere de Riemann, /
0

(0%

1
Finalement / dt converge si et seulement si 5 >0eta > —-louf<0eta>p—1.
0

A +1
8. La fonction ¢t — ———— est continue sur [2, +o00], 'intégrale est donc impropre en +oo.
£ (in(0))?
1
La fonction ¢ — = n@)? est de plus positive sur [2, +o0]

On va distinguer plusieurs cas

1 1 1
Qs . y_ sos L =
Si a > 1. Posons v G]l,a, alors . lim ¢ ta(l (t))fB = 0. Ainsi ta(l (t))B e o <t7>'

+oo
Or / = dt converge, ainsi, par critére de négligeabilité pour les fonctions positives,
2

+oo
/2 W dt converge.

1 1 1
g i 6 - insi — = - -
Sia < 1. Posons § €]a, 1], alors tl}T t 1 (In(1))? +o00. . Ainsi 5 oo O (t”‘(ln(t))5>'

—+oo
Or / 7 dt diverge, ainsi, par critere de négligeabilité pour les fonctions positives,
2

+oo 1 )
/2 W dt dlverge.
— Sia=1let f#1

Soit > 2, on a alors

/“E 1 dt{ 1 1 r 1 - 1
, tm@)? T B 1P, T (F- D@l (5 Dm()’!

Et

1 —1 1
lim In(z)"~ —In(2)” —{ (B—1)In(2)F !

GRS +o0 ip<t

sig>1

x
1
Ainsi /2 W dt converge si et seulement si § > 1
— Sia=p=1

Soit x > 2, on a alors
— Intégrale de Bertrand

/; thi(t) dt = [In(In(¢))]5 = In(In(z)) — In(In(2)) S T Cos intégrales

sont des intégrales

r 9 « usuelles », on les
Ainsi / W dt diverge appelle des inté-
2 n grales de Bertrand.
dt . C’est un classique a
converge si et seulement « > 1loua=1et g > 1. . .
savoir refaire.

+oo
Final t —_—
malemen /2 fa (ln(t))ﬁ
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—t
9. La fonction ¢ — est continue sur ]0, 1.

In(t)
Au voisinage de 1, on a In(t) = In(1 + (¢t — 1)) avec t — 1 — 0, et donc In(t) Koolan 1.
t—
1—t¢ 1—t
Ainsi —— ~ —— =—1.
In(t) t-1- t —1
—t 19 _
La fonction ¢ est alors prolongeable par continuité en 1, donc / ——dt est
In(t) 1/2 In(?)
faussement impropre, donc convergente.
Au voisinage de 0, on a — 50
In(t) t—0
1/2 1
Et donc / m dt est faussement impropre, donc convergente.
0 n
1t
Ainsi —— dt converge.
o In(?)
1
10. La fonction t = ——— est continue et positive sur [0, +oo[. Au voisinage de +oo, on a
Vite P 10, +ol :
1 1
et+1 ~ e etdonc — — = /2,

t—+oo Vet +1 t—;:-oo \/67

“+o0
Mais / e /2t qt converge, et ces fonctions sont positives, donc d’apres le critére des
0

oo at
équivalents, ——— converge.
q A 1 g
) uln(u) . s uln(u)
11. La fonction u Tt ud)i est continue sur 0, +-o00[. Au voisinage de 0, on a T2 e
ulnu — 0 par croissances comparées.
u—0F
b uln(u)
L’intégrande est donc prolongeable par continuité en 0 : / ——————— du est faussement
o (1+u?2)3/2
impropre.
. 5 9 uln(u) uln(u)  In(u)
Au voisinage de +oo, on a 14+ u W u“ et donc 7(1 T u2)2 o 7(112)3/2 =z
. . . X . o T uln(u)
Puisque les fonctions sont positives, d’apres le critere des équivalents, / ————du
L A+
+o00 1
et / n(: ) du sont de méme nature.
1 u
1 1 | 1
Mais u?’/QM = n(u) — 0, de sorte que n(u) = o|l——=]).
u? VU u—too u?  u—+oo uy/u
+o0 1 +oo 1 +oo 1
Puisque / 573 du converge, il en est de méme de / H(;J,) du et donc / L(u) du
o ud/? 1 u 1 (L+u?)3/2
converge.
+oo
wln(u)
Ainsi, ————— du converge.
/0 (1+ u2)3/2 vere
1
12. La fonction t = ——————— est continue sur |0, +oo[, donc il y a d’éventuels problémes de

(1+ 2001

convergence en 0 et en +oo.

1 1
(1+2t)Vt 150 Vi

Au voisinage de 0,

1
Or, lintégrale de Riemann / 7 dt est convergente, donc par critére de comparaison pour
0

1
dt
les fonctions positives, il en est de méme de / (
0

1+2t)Vt
1 1

Au voisinage de +o00, on a m s too 2#3/2°

+oo
Puisque l'intégrale /1 B il en est
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. oo dt
de méme de _
1 (L4200t

“+o0
o / dt
Ainsi, ————— converge.
0 (1 + 2t)\/i

Corrigé de I’exercice 8
t2
1. La fonction t + te” »Z est continue sur [0, +o00[. De plus, on a, pour A > 0,

) —o? _ A o2 _ A2 o?
te” o = |——e Z :—(1—e ﬁ) — .
0 2 0 2 A—s4oo 2

+oo 2 2
12 o
Donc / te” -2 dt converge et vaut 5
0

2. La fonction ¢t — e %™ ~ est continue sur R.

Pour A > 0, on a

+oo
—t
Donc / e e dt converge et vaut 1 —e L.
0

De méme, pour B < 0,

0 0

t —t -B
/ e"te™® dt = {e*e } =e l=¢° — e
B

0
Et donc / e teme " dt converge et vaut e !

— 00

— Remarque
+o0 .
On en déduit donc que / e te™® " dt converge et vaut 1 —e et =1.

— 00

Si ’on doit procéder
a une double inté-
gration par parties,

+o0 +o0 on prendra soin de
De plus, pour t > 0, on a e % cos(t)] < e * et / e~2! dt converge, donc / e 2 cos(t)dt | dériver deux fois

0 0 le méme terme,
et pas d’intégrer
Onsait que lim e **sin(z)—e 2*sin(0) = 0et lim —2e 2" cos(x)—(—2e¢ <" cos(0) = 2. la deuxieme fois le
&—++00 *—+00 terme intégré la pre-

mieére fois, ce qui
aurait pour effet de
revenir a I'intégrale
de départ.
+oo Ici, nous avons dé-
2e~ 2 sin(t) d¢ rivé ’exponentielle
la premiére fois, il
faut donc dériver
de nouveau ’expo-
nentielle la seconde
2 fois.

3. La fonction ¢ — e~ 2 cos(t) est continue sur [0, +o00[.

converge absolument.

On va donc pouvoir procéder a deux intégrations par parties successives, ce qui nous donne

o

+o0
/ e Zcos(t)dt=0—0+
0

=0+2— 4e™2" cos(t) dt.

/O+oo
/

—+oo
Et donc / e % cos(t) dt = £
0

1 1
4. La fonction t — ——— est continue sur [1,+o00], et pour toutt > l,ona ——— = - — ——.
tt+1) tt+1) ¢t t+1
Donc pour A > 1,

[ = S a0 =me) - (14 5) o me)

d¢
On en déduit que /

converge et vaut In(2).
L tt+ D) & @)
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5. On va poser ici le changement de variable u = v/t. La fonction t — v/t est de classe C*
et strictement croissante sur |0, +oo[ Le changement de variable est donc légitime, ainsi

/+OO dt +oo
_ sont de méme nature et égales en cas de conver-
0 (t+2\f+2\f / u2+2u+2

gence.

De plus, pour A >0 on a

/A 2du _/A 2du
o urH+2u+2 Sy 1+(u+1)?

= [2arctan(u + 1)]64

T — Attention
=2arctan(A+1) — — . iy
2 L’imparité d’une
_— i fonction n’implique
A—+o00 2 pas automatique-
ment que son inté-
+oo dt T grale est nulle : en-
Finalement / ———— converge et vaut —. core faut-il que cette
9 q
0 tl(t(_z;)%ﬁ + Q)ﬁ intégrale converge,
n : )
6. La fonction t - est continue sur R* et impaire. < il faut donc d’abord
1+1¢ étudier sa nature.
—+oo +oo
tin(t tin(t
Donc / () dt converge si et seulement si / () dt converge, et si c’est le cas,
oo 1Ht4 0 14 ¢
+oo 2
tin(t
/ ) 4 =0,
_ 1+ ¢4

Il y a des problémes de convergence en 0 et en 4oc0.
Au voisinage de 0, on a
tin(t?)  2tIn(|t])

1164 1+ o tnIth) ;=53 0

tln
Donc / 1 —|—(t 4) dt est faussement impropre, donc converge.
0

Au voisinage de +oo, on a

tIn(t?)  2tInt 2Int
T+t5  1+t% o100 88
t1n(t? 2Int
On a alors t2 ) ~ —
14+t4 t—w400 t t—+oo
t1n(t?) 1 0 tIn(t?)
Et donc i t_;OO 2 , de sorte que /1 T dt converge. — Intervalles —
o +oo t]n(tg) Attention : R* n’est
On en déduit donc que / 1 dt converge et vaut 0. pas un intervalle,
1 100 mais 'union de deux
7. La fonction ¢ — In (752) 7 est continue sur R*, et elle y est impaire. {(intervalles : R et
RY.
Il y a donc aussi un
éventuel probleme
oo q 1 . . oo 1 1 de convergence au
Donc - ln 2 dt converge si et seulement si ?1 2 dt converge. voisinage de 0.
—c0 —00
1 1 2In(t
Au voisinage de 0, on a fln <t2> =— t( )

Mais pour z €]0,1],
In(t) 1
/z L dt = [In(t)?], = —(In(A))? Pava

"n(t) ) o e
Et donc — dt diverge. On en déduit donc que
0

— 00

1 1
; —In ( ) dt diverge.
8. Commengons par remarquer que la fonction z — In(1 4 tan(x)) est continue sur [O, %},

z
I'intégrale / In(1 + tan(z)) dz converge donc.
0
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On va poser le changement de variable affine ¢t = Z — .
. T
On sait que, pour t € [O, Z]

T _ tan (%) —tan(t) 1 —tan(t)
tan (Z - t> ~ 1+tan (%) tan(t) 1+ tan(t)

i 0 -
/0 ln(l—i—taun(as))dw:/lr —1n(1+tan(1—t)) dt

™

:/Ozln (1+112228) dt

/ “1n(2) — In (1 + tan(t)) dt
0
- %m(z) - / In (1 + tan(t)) dt
0
Ainsi 2/4 In (1 + tan(t)) dt = %1n(2) d’ou
0

/er In (1 + tan(t)) dt = gln(Q)
0

Corrigé de I’exercice 9

Arctan (%)
t2
Or, pour tout t > 1, on a

1. La fonction t — est continue et positive sur [1;+o0].
Arctan (1

< ( t ) <

t2

X

o3
Bf —

+oo 1
P . . NV . Arctan ( t)
ar comparaison a une intégrale de Riemann convergente, ———"~ dt converge.

1 t2

Et alors, la fonction ¢ — — réalisant une bijection C' strictement décroissante de [1, +oo[ sur

d
10, 1], avec dt = ——Z, il vient
u
*+o0 Arctan (1 0 Arct d '
[T [ A A [ et o
1 t 1 wZ u 0

Afin de calculer cette derniere intégrale, procédons a une intégration par parties

sur le segment [0, 1] :

1
du = Arctan(1) — B In(1+ u2)] =
0

u
1+ u?

/o1 Arctan(u) du = [tArctan(t)] — /01

2. Le changement de variable u = v/t est de classe C' sur [0, +ocl, et strictement croissant.
Donc le changement de variable est justifié.
On a alors u? = t et donc 2udu = dt, et, sous réserve de convergence de l'une des deux

intégrales, on a
+oo +oo
/ e Vidt = 2/ e “udu.
0 0

Mais la seconde intégrale se calcule explicitement : elle converge et vaut 1, de sorte que

“+o0
/ e_\/zdt converge et vaut 2.
0

Méthode

On n’oublie pas de
vérifie la stricte
monotonie du
changement de va-

A riable.

— Arctan

Inutile d’apprendre
par cur une primi-
tive de Arctan, mais
il est bon de savoir
qu’on peut en obte-
nir une par intégra-
tion par parties
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1
3. La fonction t — — est C! sur 10, +00[ et elle y est strictement décroissante. Le changement

de variable est donc légitime.
dx

De plus, si x = —, alors t = — et donc dt = ——..
t x?

x
Sous réserve de convergence, on a alors

o0 In(t) dt = O In(1/z) 1 do — T _In(x) d
1+ flo1+ L Ua?) T 2l
0 +oo T2 0

+oo

+o0 1
:f/ % da.
o 1+4+x2

Inx . . . N 4
dz, si elle existe, est égale a son propre opposé, et donc est nulle.

1+ 22
0
Il reste donc a étudier la convergence de cette intégrale.

Et donc,

. Int .
La fonction ¢ — —— est continue sur |0; +o00].
1+¢2 )
Int
Au voisinage de 0, on a ——— ~ In(t), et le cours nous dit que / Intdt converge.
1 + t2 t—0t 0

Par critére de comparaison pour les fonctions de signe constant(ici les fonctions sont néga-

1
In(¢
tives sur |0, 1]), on en déduit que / n(t) dt converge.

1+¢2
. In(¢) In(¢)

Au voisinage de +00, on a T2 el 1

In(t In(t Int 1
MaiS t3/2£ = E et donc ni — ol — .

12 ﬁ t2 t—4oo t\/i

: I . . 2 In(t) .

Puisque m dt converge, il en est de méme de 2 dt, et donc, par critere de

1 1

oo In(¢
comparaison pour les fonctions positives, il en est de méme de / ®) dt, et donc de

T
—+o0
1
/ n®) .
o 1412

oo In(t
On en déduit donc que / n(®)
o 141¢2

4. La fonction x ~ e® est de classe C* sur [0,+oc[ et elle y est strictement croissante. Le
changement de variable est donc légitime. On a dt = e*dx

X

dt = 0.

€

De plus, >0 =
e plus, pour z on a T ror 1

teo dg oo g
D’apres la formule de changement de variable, les intégrales / —— et / 5 di
0 et 4 e~ 7% 0 1 + t
sont de méme nature et, en cas de convergence, sont égales.

Or, pour A >0 on a

A

1
/ —— dt = arctan(A) — arctan(0) — T
0o 1412 A—+too 2

+oo d
Ainsi / e
0 et +e”

5. La fonction ¢t — e~

0
converge et vaut 3

o+ 8

est de classe C* sur [0, 400 et elle y est strictement décroissante. Le

changement de variable est donc légitime. On a dz = —ge_%dt

Pourt >0 on a

1 e” e
V@t—1::¢1—e_t:/¢1_(€;)2
1

—+o0
D’apres la formule de changement de variable, les intégrales / e
0

N
(SIS

S0

sont de méme nature et, en cas de convergence, sont égales.

dte‘c/1 2 d
—dx
\/et—l 0 \/1—.1‘2

— Convergence

D’apres le théoréme
de changement de
variable, il faut étu-
dier au moins 'une
des deux intégrales :
celle avant change-
ment de variable, ou
celle obtenue apres
le changement de va-
riable. Ici elles sont
égales.

C’est une intégrale de
Riemann convergente :

ot

est positive sur
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On a, pour A >0

A
/0 7% dz = [2arcsin (gz:)](')4

= 2arcsin(A) — 2 arcsin (0)

=— T
A—1

t

—+o0
o dt
Ainsi ——— converge et vaut 7.
0 e 1

Corrigé de ’exercice 10

1
et & valeurs positives La fonction z — In <1 —+ 2) est continue sur ]0, +ocol.
x

1
Au voisinage de oo, on a In |1+ — ~  —, donc, par comparaison a une intégrale de
22 ) z—+oo 22

+oo
1
Riemann, / In <1 + 2) dx converge.
1 X
. 1 1 : '
Auvoisinagede 0,In ( 1+ — | ~ In{— ) ~ —2In(z), et onsait que [ In(z)dz converge,
xz 0

z—0 x2 ) 2—0
! 1
ainsi In(| 1+ — | converge.
0 z?

On va procéder & une intégration par parties, en posant u(z) = x et v(z) = In (1 + 2>, qui
x

-2 -2 1

1+%  1+a22a

sont deux fonctions de classe C! avec u'(z) = 1 et v/(z) =

On a de plus .
u(z)v(x) e loe 72 et 0
u(x)v(x) e gl o~ —2z In(z) o 0
Ainsi

oo 1 _ . teo 2 too 2
/0 In (1 + :ﬂ) dz = xll)r}rloo u(z)v(z) — mlg(r){r u(z)v(zr) + /0 5.2 dz = /o o2 dz

1 T
T dx=Z
T+22 7773

+oo 1
Finalement / In (1 + 2) dx = .
0 X

+oo
On a déja vu que /
0

Corrigé de ’exercice 11

Comme indiqué, procédons au changement de variable v = t?. Ce changement de variable est bien
légitime car C! sur R’ et strictement croissant.

d
Alors du = 2tdt & dt = —u, et imt> =0et lim t? = +oo.
t—0 t—+4o0

2Vu
sin(u)

+oo +o00
Par conséquent, les intégrales Sin(tQ) dt et / SN du sont de méme nature, nous
U

devons donc étudier la nature de la seconde intégrale.

sin(u
La fonction u — 2\([) est continue sur |0, +oo|, donc il y a d’éventuels problémes de conver-
u

gence en 0 et en 4-o00.

sin(u) u
~ =2y — 0.
2\/6 u—0+ 2\/1; \/’E u—0+

Or, au voisinage de 0, on a
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i (u) 1 tinuité 0 et ainsi /1 Li d t f ti
Se prolonge par continuite en U et ainsi U est raussement 1mpropre

et donc convergente.

Alors u

sin(u)
2

1
Posons a : u + —cos(u) et b:u s —~=. a et b sont bien de classe C* et lim a(u)b(u) = 0.

2\/6 u——+o00

400 . +o0o +o00 +oo
Ainsi / sin(u) du = / a’'(u)b(u) du et / a(u)b'(u) du = / COS(;‘) du ont méme
1 1 1 1

+o0
Pour étudier / du on va procéder a une intégration par parties.
1

2 /u dus
nature.
cos(u) 1 +oo L )
Or, pour v > 1lona —| < — et — du est une intégrale de Riemann convergente.
duz uz 1 uz2
. o 0 cos(u)
Ainsi, par domination, ™ du converge absolument et donc converge.
1 uz
sin(u) sin(u)

—+o0
On en déduit alors que / du converge
1

—+o0
NG du et donc que/0

+oo
Finalement / sin(#?) dt converge bien.
0

2Vu

Corrigé de I’exercice 12

t2

Soit x > 0, commengons par prouver la convergence de cette intégrale. La fonction ¢ — e™" est

continue sur R, le seul probléme est donc au voisinage de+oc.

400 “+ o0
2 2
Pourt>1lona0<e " <e’ Or / e~ ' dt converge, ainsi, par majoration, / et dt
1 1

—+oo

— 2 .
converge et donc / e~V dt aussi.

x

posons u : t +— ;—t etv:t— e_tz, u et v sont de classe C*.

On a . lim w(t)v(t) = 0, une intégration par parties nous donne alors

—+0o0
+o0 5 o0
/ e " dt = / w(t)v'(t) dt

+oo
= lim u(t)v(t) — u(z)v(z) — / o' (t)v(t) dt

t—+oo
6712 /+OO eft2 "
2 . 2t2

+oo [ —t2 +oo R
dt = o ( / e ! dt).
r—+00 -

1
On peut pour cela revenir a la définition, on sait que lim — =0, donc
t—+oo 12

Il s’agit maintenant de montrer que / 572
xr

1
V€>O,E|x>0,vt>x,0<ﬁ§6

Soit€>OetJ;0>0telque,pourt>ac0,0<ﬁgs
1
Soit & > xg, pour tout ¢t > x on a donc également 0 < BYo) <e.
7t2
. . 7t2 e 7t2
En multipliant par e™* > 0,ona 0 < > < ee

D’ou, par croissance de l'intégrale ,

+oo ,—t? +o0
< ¢ _darg —t* 4
0 B ; 2t2 N3 . e

— Rédaction

En étudiant le com-
portement de la
fonction au voisinage
de 0, on s’intéresse
au probléeme éven-
tuel de convergence
en 0, et pas en 4o0.
Donc oln peut écrire
sin(u)
que ,/0 i du
(ou plus générale-
ment que pour tout
o
a>0, / sin(u) du)
0 2yu

converge, mais pas

/0+0° 5;%) du.
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Ainsi )
f+°° i dt
0g 222 o
f:oo et dt
On a alors montré que, pour tout € > 0, il existe g > 0 tel que, pour tout z > xq,

+oo et
IR 5 At
0S =7 S
[T e dt

T

t2

o
L St oo ot
En d’autres termes on a montré que lim mit <= 0, ou encore / —2dt =
zofoo [T e—t2 4t s 227 4o
N

+oo
0 (/ etht>.
’ 2

+o0 5 e T
Finalement / e Udt ~
T

oo 22

Corrigé de ’exercice 13

1. Les résultats sur la décomposition en éléments simples nous assure qu’il existe un unique
triplet (a,b,c,) € R® tel que

1 a b c
te R\{-1 - =
vt e R\{~1,0}, 2t(1 +¢)? t+t—|—1+(t+1)2

On a alors, en multipliant par ¢

1 n bt n ct
=a
2(1+1)2 t+1  (t+1)2

vt e R\{~1,0},

1
D’ot, en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient a = ok

De méme on a

1 (1+¢t)?
Vi e R\{-1,0 —=-—"—+40b(t+1
€ \{ ) }a 2 o + ( + ) +c
D’ou, en faisant tendre t vers —1, ¢ = —3
Ainsi ) ) b )
vt € R\{-1,0}, —_—— = — -
M } 20(1+1¢)2 2t T3 +1  2(t+1)2
1
En évaluant par exemple en ¢t = 1 on obtient b = —5
L n(e)
2. Montrer que f est intégrable sur ]0,1] est montrer que 'intégrale impropre / m dt
0
converge absolument.
In(t N
Puisque, pour tout t €]0,1] Lg < 0 il nous faut donc montrer que / L()gdt
(141) o (1+1)
converge.
. In(t) . v .
La fonction ¢ +— m est continue sur ]0, 1], 'intégrale est donc impropre en 0.

—1In(t)

Au voisinage de 0 on a L 30

1
—In(¢). Or / —In(t) dt converge, ainsi, par critére
0

1
In(¢
d’équivalence pour les fonctions positives, / (1+(t))3 dt converge. f est donc bien intégrable.
0

o

— Remarque ———

Techniquement on
peut pas évaluer
cette relation en 0
puisqu’elle découle
d’une relation qui
n’est pas vraie (et
n’a pas de sens) en
0. Par contre on
peut faire tendre ¢
vers 0 ce qui nous
ameéne au méme ré-

sultat.
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— L.P.P.
On ne va pas pou-
On va procéder a une intégration par parties pour calculer / f- voir ici faire notre
10,1] I.P.P. directe-
1 ment sur |0, 1] car
Posons u : x +— S (EE et v: x — In(z). Soit e €]0,1] qlim u(z)v(x) = —co.
On va donc faire
On a alors notre I.P.P. sur [g, 1]
1 In(t) 1 puis faire tendre e
/ g dt= / o' (t)v(t) dt vers 0 dans le résul-
< (1+19) tat final.
T 201 + 2 4e2 " / (1 +1)2
1
= dt
1+52+/€ t+1) 2t 41)2
B In(t) 1) N
21 +5 20t+1) ],
In(e) ( n 1 ln(&t) n Ine+1) 1
200+¢)2 2 4 2 2 2(e + 1)
Or )
1
n(e) In(e) _ (% + 2¢)In(e) o
2(1+¢)? 2 2(14¢€)2 =0
Ainsi )
In(¢ 1421
tim [ 0 g 172
e—0 (1 -+ t)3 4
1421
C’est-a-dire / f= +21n(2)
10,1] 4

Corrigé de ’exercice 14

La fonction f, : z —

1
(1+ z*)»

est continue et positive sur R.

1

~ —_—.
z—4oo rin

De plus, f,(z)

+oo
Par comparaison a une intégrale de Riemann / fn(z)dz existe et donc, par continuité
1

+oo
de f, sur [0,1], / fn(x)dz aussi
0

1
2. (a) La fonction u : & + — est une bijection de R
x

décroissante.

+oo
D’apres le théoréme de changement de variable, puisque /
0

+oo 1
/ 71—2du converge et
U
0 1+ —
u
T teo 11
0 1+$4dx7 0 1 ﬁ
1—|—u4
+o0 u2
Ainsi I} = / du Puis
o 1+ut
1 1 L[t 1 R T
L=-L+=-=<= —d = —_—
1=t gh 2/0 1+ ub) “+2/0 1+ ut

*
vers R}

de classe C!, strictement

1
1+

1 dz converge alors

1
T2

/+OO 1+u2
o 1+ut
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1
(b) La fonction ¢ : u + u — — est de classe C' sur R*. Elle y est continue, strictement
u
croissante, lim ¢(x) = —oo et lim ¢(x) = +oo, ainsi d’aprés le théoréme de la
z—0t T—+00

bijection continue, ¢ réalise une bijection de R’ sur R.
(c) ¢ est une bijection de classe C' donc un changement de variable légitime. Pour u # 0

1 1 1
ona ¢ (u)=1+ eE Remarquons de plus que op(u)? +2 = u? — 2 + el +2=u’+ e

Alors
1 /+°° 1+ u?
L =-
2 Jo 1—|—u4
L[t 1
zf/ — | du
2 0 1+U4 U2
1 [t 1
2 0 2 u
— tu
_1/
2 2+v2
1 2
Or une primitive de v —» ——— est v — £ arctan Y .
2 40?2 2 V2
2
On en déduit que I = %
+oo 1
3. On sait que I,, = —— dux.
! A (L+a%)"
1
On pose a: x — et b:x — x. a et bsont de classe C! sur 10, +o0] et, pour z > 0,
1+t
) 4na®
a(x):—metv( ):].

De plus wgrfwa(x)b(x) = 0. Ainsi

+oo 1
In:/ ——dx
o T+a)
+o00 .%‘4
—0-0-14 S —
n/O (1+z4)n+1 x
/+°° +1-1
= ———dx
o (T+ah)ntt

+o0 1 +o0 1
=4 ————dr — 4 —d
o), TRt G

=4nl, —4nl, 4+

In—1
Ainsi I,,41 = I,.
insi [,41 i
4. On en déduit que
n—1 4p_1
I,=1 H 4p = H

p=1

D’ou, puisque tous les termes du produit sont positifs

In(I,) = In (2\”@> +:§iln (4174; 1) —In (2\”&) +:Z=:i1n <1 _ 41p>

1 1 1 1
Or,In{1—-— ~ ——/lasérie de terme général —— diverge, et lasuite (In [ 1 — —
4p ) p—=+oc  4dp 4p 4p pEN*

est de signe constant.
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Ainsi par critere de comparaison pour les séries de signe constant, la série de terme général
n—1

1 1
In (1 — 4p) diverge, et nEI-POO ; In (1 — 4p> = —00

On en déduit que lim In(I,) =0, ce qui entraine lim I, = 0.
n—-+4o00o n—-+o0o

Corrigé de I’exercice 15

D.L.
ud 5 11 suffit de primitiver
. On sait que arctan(u) = u— — + o(u”) ainsi 1

u—0 3 leDL —— =

14+1t2 uso

0= wetan (1) - Lol 1 1y 1 1 1—u® +o(t)
JW =g -actan{3 ) 2 7 7 38 T \B) i Ge e T\ B
Ainsi (1), = o
insi e 38

. [ est continue sur [1,+oo], Pintégrale est donc impropre en +oco.

1 M|
De plus |f(t)] e 3 et /1 3 dt converge par critére de Riemann.

“+oo
Ainsi, par critére d’équivalence pour les fonctions positives / |f(t)] dt converge.
1

+oo
/ f(t) est alors absolument convergente donc convergente.
1

x
1
. Soit > 1, on a aisément / n dt = In(x).
1
xT
. X L . . 1
On va procéder a une intégration par parties pour calculer / arctan <t> dt.
1

1
Posons u : t — arctan (t) et v:trs t. uet vsont de classe C* sur [1,z], ainsi

g 1 1\1* | 1
arctan ( — | dt = |tarctan | — — t—2 — dt
T L Th T

Tt
/7dt
1 t?P+1

+ [1 In(1 +t2)r

= g arctan

+

= rarctan

7N N N

Bl—= 8| 8|

N—— N N~
|

N N = N

2 1
1 In(2
= rarctan — =+ -In(1 + x2) — n(2)
2 2
Finalement
In(2 1 1
int? f(t)dt = % + Hfl ) + In(x) — z arctan <x) -3 In(1 + 22)

1 1
Il nous reste a déterminer la limite en +oo de = — In(z) — x arctan ()) ~35 In(1+ 2?).
x

Pour £ > 1on a

1 1
In(x) — zarctan (x) ~5 In(1+2%) =
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D’ou N
* 7w  In(2)
de = — -1
/1 fl@)dz = 2+ —
Corrigé de I’exercice 16
. 1 . . 1
1. La fonction ¢ — —— est continue et positive sur Ry. De plus, —— ~ —. Par
1+ ¢4 L+ t4 totoo ¢4

+oo
comparaison a une intégrale de Riemann / T dt converge et donc, par continuité de
1

1 e _
— ——sur [0,1], [ = —— dt aussi.
1+ ¢4 , L1+t

2

On procede de maniere similaire pour .J, la fonction ¢ 74

est continue et positive sur

2 too 42
Par comparaison a une intégrale de Riemann / —dt
1

R, . De plus, T

T4 00 127

t2 “+o0
existe et donc, par continuité de t - —— sur [0, 1], / —— dt aussi.
1+ ¢4 o Lt

1
2. La fonction u : t — n est une bijection de R’} vers RY de classe C 1 strictement décroissante.

+oeo tee 11
D’apres le théoréeme de changement de variable, puisque / Tia dt converge alors / —T —du
o 1T A .
U
converge et
e tee 11
/ et / T
0 0 1 + 5
U

+oo u2
AinsiI:/ ——du=J
0

14 ut
3. Ona + + 2 + 2
& 1 >t 1+t
I+J= —dt ——dt = ——dt
+ /0 (1+1t4) +/0 144 /0 1+t4

1
La fonction ¢ : t — t — — est de classe C! sur R? . Elle y est continue, strictement croissante,
lim o(t) = —oco et lim @(t) = +oo, ainsi d’apres le théoreme de la bijection continue, ¢
t—0+ t—+o0
réalise une bijection de RY sur R. ¢ est une bijection de classe C! donc un changement de

1

variable légitime. Pour ¢ # 0 on a ¢'(t) = 1 + e Remarquons de plus que @(t)? + 2 =
2 2 1 2 42 1
-2+ S +2=t"+ 5
Alors

+oo 2
1+¢

I1+J=
* / 1+t4

12 1
= 1+ — | dt
/0 1+t4( +t2>
tooo g 1
:/0 T (th) at

Or une primitive de = — 5.2

2
est x — £ arctan
+ 2 2
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Ver

t d
5 ¢t done

On en déduit que I 4+ J =

Corrigé de ’exercice 17

+oo
1. Soit n € N. Pour ¢t > 0 on a |sin(t)2”e_t| <et Or / et dt converge.
0
+oo
D’ot, par majoration / ’sin(t)Q”e_t| dt converge. Ainsi les intégrales (I,)nen sont abso-

lument convergentes donc convergentes.

—+oo
2. On a vu en cours que Iy = / e tdt=1.
0

3. Soit n € N, on va effectuer des intégrations par parties.

2n+2 —t

et v:tr —e ' uetvsont de classes C' et lim wu(t)v(t) = 0.

Posons w : t + sin(t) My
—+00

+oo
Ainsi, puisque / sin(t)?"*2e~t dt converge, on a
0

+oo
In+1:/ w(t)v' () dt
0
t——+o0

+oo
= lim wu(t)v(t) — u(0)v(0) _/0 o' (t)o(t) dt

“+oo
=0-0+(2n+2) / cos(t) sin(t)*" et dt
0

On va procéder & une seconde intégration par parties, posons a : t — cos(t)sin(t)?"*! et
b:ts —e ' aetbsont de classes C' et ) 11? a(t)b(t) = 0.
—+00

Ainsi
/+OO cos(t) sin(t)*" et dt = /%O a(t)b'(t) dt
0 0
+oo
=0-0+ / (—sin(t) sin(t)***! + (2n + 1) cos(t)* sin()*") e ™" dt
0
+oo
= /O (—sin(t)*"? + (2n + 1)(1 — sin(t)®) sin(t)**) e~* dt

= /+C>o (2n+1) sin()?" — (2n + 2) sin(t)?) sin(t)2”+2) e tdt
0

=(2n+ I, —2nl,1

2n+1)(2n+2)

On adonc I,41 = (2n+2)2n+ 1)1, — 2n+ 2)2In+1, dou I,11 =

(2n+2)24+1 "
4. D’apres la relation précédente on a, pour n € N, — Oral
2k; + 1 2k + 2) (Qn)! 11 est difficile de
I, = Iy H = 2 savoir exactement
2k +2)2+1 [I_,(4k2 4 2) .

comment la question
oo . . a été posée lors de
Cette écriture ne se simplifie pas plus {Toral, il est probable
que I'examinateur a
indiqué qu’il recher-
chait une écriture
sous forme d’un pro-
duit
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5. Tous les termes du produit étant positifs, I,, est donc positive. On a alors
”le (2k 4 1)(2k + 2)
2k+2)2+1

(2k +2)2
(2k + 1)( 2k+2)

(2k +2)(2k + 1) + 2k + 3
(2k + 1)(2k + 2)

—me

2%k +3
=Y (1
Zn( CT 2k+2)>

(14 2k +3 2k +3 1
2k +1)(2k +2) ) k=400 (2k+1)(2k +2) k—+oo 2k

1

%> diverge, Ainsi, par critére d’équivalence pour
k>1

On sait que la série de terme général (

2k + 3
les séries a termes positifs, la série de terme général (In {1 + ——————— diverge
b ; ( < <2k+1><2k+2>))n 0

n—1
2k+3
Puisqu’il s’agit d’une série a termes positifs on a alors nETOO Z In (1 + m) =

+00.

Dot lim In(I,) = —o0 et donc hm I, =0.
n——4oo n—+00

Corrigé de ’exercice 18

1. La fonction t — et

voisinage de +o00.

est continue sur [0, +oo], il nous faut seulement traiter le probléeme au

Par croissances comparéeson a lim se™°
s—+o00
0.

1
Ainsi e_f’2 = ol = |.
t—+o0 t2

+oo 1
On sait que / ) dt converge et que, pour tout t > 1,
1

. _2
= 0, ainsi, par composition de limites, lim t%e~ =
t——+o0

1
e
+o0 9

e~ ' dt converge absolument

> 0, ainsi, par critere de négli-

geabilité pour les intégrales impropres, on en déduit que

—

et donc converge.

1
L’intégrale / et dt est I'intégrale d’une fonction continue sur un segment ,elle converge
0

donc.
o0 2

Ainsi / e~ dt converge
0

2\
Pour n € N* la fonction ¢ — (1 + ) est continue sur [0, +o0l.
n

t2 -n n
De plus (1 + ) ~ \/ﬁ
n

t—+oo 21

i

i dt converge.

—+oo
Comme n > 1 on a 2n > 1, ainsi /
1

+o00 2\ "
t
Par critere d’équivalence pour les fonctions positives on en déduit que / (1 + ) dt
1 n
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2

n +o0 t2
converge, d’oll, puisque t (1 + ) est continue sur [0, +o0o[, que / (1 +
n 0

n
2. On va montrer dans un premier temps que, pour tout z € R, exp(z) > x + 1.

Soit f:x—e” —x —1, f est de classe C* et, pour x € R, on a f'(z) =e” — 1.

On en déduit la tableau de variations suivant

x —00 0 “+00
f'(x) - 0 +
—+00 —+00
/

Ainsi f est positive, d’ou
vz € R, exp(z) 2 x+1

t? 2
Soit n € N et t € [0,y/n], on a alors, 1 — — < e .
n

t2 t2
Comme t € [0,/n] on a alors — < 1 et donc 1 — — > 0.
n n

D’ot, par croissance de la fonction u — u™ sur R,

2\ " _2\"
vt € [0, V), (1—n> < (%)
C’est-a-dire

2\"
vt € [0, v/n), (1 - ) <e
n

2 2

t
Soit maintenant t € R, ona alors 0 <1+ — < en.
n

D’ou, par croissance de la fonction u +— u™ sur Ry
t2 n t2 n
0< <1+n) < ()

t2\" _
vVt € R, O0<|1+—] <e
n

C’est-a-dire

Par décroissance de la fonction inverse sur Ri on a alors

1 e

Vt € R, — >
1+ "

3. Par croissance de l'intégrale on en déduit de la question précédente que

vn 2\" Ve, vn 2\ "
/ (1—) dtg/ et dtg/ <1+> dt
0 n 0 0 n

2 —n
La fonction ¢ — (1 + ) étant continue et positive on a
n

+oo t2 -n ﬁ t2 -n +oo t2 -n ﬁ t2 -n
[0 e [P ) e [ (1) s [ (1)
0 n 0 n NG n 0 n

— Croissance ————

La fonction u — u"
est croissante sur R4
pour tout n € N,
elle n’est par contre
croissante sur R tout
entier que si n est
impair
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Finalement

N

4. Soit ¢ - }o,g[ 5 R
~ tan(u)

¢ est une fonction strictement décroissante (car la fonction tan est croissante), de classe C*

et ona ¢ (] 0, g D =]0, +o0|. ¢ est donc un changement de variable licite.

™ poon 1+ tan(u)? 1
POurU€:|O7§|:OHaSD(U)—7\/EW—7\/’77, l+m .
. 2 1 1
Dot dt =+/n |1+ — ) dz et donc dz = — ~dt
n nl_i_%

Alors

+oo +oo
[C e [T
o (1+%) o (1+2)" 1+ T

Bl
:/0 vn — du
(]‘ + ntan(u)z)
Z NG
:/ ;2 n—1 du
0 (1 + cos (u))

sin(u)?

_ /72r Vnsin(u)?n—2
0o (sin(u)? 4 cos?(u))" "
= /05 Vnsin(u)?" 2 du

= VnWap_s

du

5. Soit ¢ }og{ = R

x —  v/ncos(u)

T
1) est une fonction strictement croissante, de classe C* et on a ({0, 5]) = [0,v/n]. ¥ est
donc un changement de variable licite.

Alors
/Oﬁ (1— i)n dt = /TO (1— W)nw’(x)dx

2

_ _/0g (1 - ”COSW>n (—/nsin(z)) dz

n

— \/ﬁ/oi (1- cos(as)2)n81n($) da
= \/5/05 (sin(x)?)" sin(z) da

= \/ﬁ/z sin(z)?" ! da
0
- \/EWZnJrl

6. D’apres les question précédentes on a

N

Vn €N, VnWap i1 < / e dt < VaWan_s
0

T 1

eV by

On sait que W,
n
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Ainsi

T n s 1 m 1 T
\/ﬁWQn_H _:1 \/;\/QL ~ -~ s N \/>
n 0o n+ 1 n—+oco 2 2+ 1 n—+oo 2 \/§ n—+oo 2
V n

T \/n T 1 T 1 NZ3
n—-+oo 2 \/2n — 2 n—s+oo 2 /2 2 n—+oo 2 \/§ n—4oco 2

\/EWQH—Q

Vi, VT
5 N s N . —t
D’apres le théoreme des gendarmes on a donc lim e’ dt = —
n—+oo Jo 2

C’est-a-dire
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